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Abstract. Pada penelitian ini, akan dibahas sifat-sifat fungsi gamma dan hubungannya dengan
fungsi konveks. Selanjutnya akan ditinjau bentuk ketaksamaan Hadamard pada fungsi konveks.
Fungsi konveks adalah fungsi dengan sifat garis yang menghubungkan dua titik di kurvanya akan
selalu di atas kurva tersebut. Berdasarkan hasil pembahasan, didapatkan fakta bahwa fungsi gamma
merupakan fungsi yang bersifat log konveks. Selain itu, diperoleh bentuk umum ketaksamaan
Hadamard untuk fungsi p-konveks dengan p>0.
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1 Pendahuluan

Fungsi Konveks adalah salah satu topik dalam matematika yang penerapannya dalam
bidang analisis dan statistika cukup luas. Salah satunya adalah untuk menjamin bahwa
turunan kedua suatu fungsi bernilai nonnegatif jika fungsi tersebut adalah fungsi konveks
dan mempunyai turunan kedua. Fungsi konveks pertama kali diperkenalkan oleh Holder,
Stolz dan Hadamard pada tahun 1889-1893 dan terus menerus mengalami perkembangan
setelah munculnya penelitian Jensen pada tahun 1905 yang berjudul “Sur les functions
convexes et les inegalites entre les valeurs moyennes”. Banyak teorema yang merupakan
aplikasi dari fungsi konveks muncul setelah penelitian yang dilakukan Jensen tersebut
[1]. Secara umum, sebuah fungsi disebut fungsi konveks jika berlaku :

f((1— 0%, + tx3) < (1 — Df(xy) + th(xy)

dengan t € [0,1] dan x4, X, sebarang anggota domain f. Adapun fungsi f dikatakan fungsi
konkaf jika fungsi - f adalah fungsi konveks. Secara geometris, fungsi konveks adalah
fungsi dengan sifat garis yang menghubungkan (x4, f(x,)) dan (x,, f(x;)) selalu berada
diatas grafik fungsi f. Sebuah fungsi konveks tidak selalu mempunyai turunan di setiap
titik.  Sebagai contoh, f(x) = |x| merupakan fungsi konveks pada R tetapi tidak
mempunyai turunan di 0 [2].

Salah satu contoh aplikasi dari fungsi konveks adalah ketaksamaan Hadamard. Pada
1893, J.Hadamard menemukan ketaksamaan dasar integral pada fungsi konveks yaitu
nilai f di median domainnya kurang dari atau sama dengan nilai rerata f, serta nilai rerata
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f kurang dari atau sama dengan nilai median f. Hadamard membuktikan ketaksamaannya
pada fungsi konveks yang kemudian mengalami perkembangan pada tahun-tahun
berikutnya. Ketaksamaan Hadamard berperan penting pada suatu fungsi karena secara
tak langsung ketaksamaan Hadamard dapat menaksir nilai rerata suatu fungsi, salah
satunya adalah fungsi gamma [1]. Fungsi gamma adalah fungsi yang cukup istimewa
karena sering terdapat pada persamaan-persamaan peluang dan statistika. Selain itu,
fungsi gamma juga banyak digunakan untuk menyelesaikan integral-integral khusus yang
tidak dapat diselesaikan secara analitik dan beberapa permasalahan di bidang fisika atau
teknik. L.Euler (1707-1783) mendefinisikan fungsi gamma sebagai :

I'(n) = f e~ 't 1dt,
0
dengan n > 0. Adapun fungsi digamma adalah hasil turunan pertama dari fungsi gamma
yaitu :

d[InT(z)] T'(2)

bz = dz - I'(z) ’

dengan z > 0 [3].

Pada tahun 2007, Zhang dan Wan melakukan kajian tentang fungsi konveks dan
memperkenalkan notasi p-konveks yang kemudian didefinisikan kembali dan
dikembangkan oleh Iscan. Iscan mendefinisikan fungsi p-konveks sebagai fungsi yang
bersifat :

(1 + @ = 0y7P) < GO + A= DF O,

dengan t € [0,1], p > 0 dan x, y sebarang anggota domain f. Untuk p = 1 maka fungsi
1-konveks yang dimaksud adalah fungsi konveks klasik. Untuk p = 2 maka fungsi 2-
konveks yang dimaksud adalah fungsi yang bersifat

1

f ([ex? + (1 = 0y?) < tf () + (1 = OF (¥) [4].
Definisi[1] Misalkan I € R dan f:1 — R. Fungsi f dikatakan konveks jika :
fAx+ (A -Dy) <Af )+ A -Df (),

dengan x,y € IdanA € [0,1]. Lebih jauh jika —f:1 — R konveks maka f:1 — R
adalah fungsi konkaf.



Untuk )\:% maka akan diperoleh f(xzﬂ) Sw. Selanjutnya jika fmemenuhi
ketaksamaan tersebut maka f disebut sebagai fungsi J-Konveks.

Teorema[1] Misalkan f Konveks di I = [a,b] € R. untuk sebarang titik x4, ..., x, € I dan
sebarang bilangan ry, ..., r, € Q" yang bersifat r; + --- + r, = 1 maka

f(i Tixi> < zn:rif(xi)

i=1 i=1
Ketaksamaan ini yang kemudian dikenal sebagai ketaksamaan umum Jensen.

Teorema[5] Fungsi f: I = [a,b] € R — R dikatakan konveks jika dan hanya jika untuk
sebarang x, w,y € I yang bersifat x < w < y berlaku

fW) = fG) _fO)=f@ _fO) = FWw)
w—Xx T oy—x = y—w
Teoremal5] Sebarang fungsi konveks adalah fungsi kontinu.

Definisi[4] Misal f adalah fungsi yang bernilai positif, f dikatakan log konveks jika fungsi
log f(x) adalah konveks di daerah asal.

Definisi[6] Fungsi f:1 < (0,) - R dikatakan p-konveks, dengan p > 0, jika berlaku

f([tx? + (1= 0yP1 70) < tf () + (1= OF ()

Definisi[7] Untuk 0 < x < oo, didefinisikan fungsi gamma sebagai :

I'(x) = f t* le~tdt

0
Nilai integral konvergen untuk setiap x.

Teorema[8] Misalkan f, g : [a,b] — R terintegralkan di [a, b], dan p,q > 1 bersifat i +

i = 1 maka berlaku :

b b 5 b 7
j |f<x>g<x>|dxs<f If(x)lp> (f |g(x)|q)



2 Hasil dan Pembahasan

Teorema. Misalkan I'(x) = fooo t*"le7tdt, 0 < x < o, maka I' memiliki sifat berikut :

I. F'x+1)=xI'x), 0<x <o
ii. ra=1
Iii. log I' konveks di (0, o)

Bukti :

i rx+1) = fooo tEFD-1e—tge

a
= lim | t¥e~tdt

a—oo 0
a d e—t
= lim t* (e”)
a—o Jo -1
a
= Oltl_r}go —t¥e !z —je‘td(—tx)]
0

_ a
= lim |(—a*e % —0) —fe‘t(—x)tx‘ldt]
a—»co

0

a

= lim | xt* e tdt

a—oo

0
= xI'(x)
i. (1) =lim ["ti"te tdt
a—0oo
= lim [ e tdt = lim —e~|;Z§ =1

a—o0o

iii. Dengan ketaksamaan Holder, akan diperoleh

j £($)g(s)h(s)ds s(j |f<s>|ph<s)ds>p<j |g(s)|qh<s>ds)q
0 0 0

dengan ,q > 1 ,%+$= 1, h=>04di(0,) , dan f, g, h terintegralkan di
(0, ).

Misalkan f(s) = s®*=D, g(s) = s?0~D, h(s) = e~ dengan s € (0, o),
x,y>0, ab=>0dan a+b =1.

Dengan demikian didapat

oo o) 1 a ©o 1
f sax-Dgb(y-De-sgs| < (f |sa(x‘1)|ae‘5ds> (f |sb(y‘1)|Ee‘5ds>
0 0 0

b




%) a 0 b
= <f s¥"leg=s ds) (f s¥~1le=s ds)
0 0
oo [ee] a o b
=>f sxFTby-lo=Sds < (f s¥"1lg=s ds) (f sy‘le‘sds>
0 0 0
o) a 0 b
= I'(ax + by) < (f sx_le_sds> <f sy_le_sds>
0 0

Dari sini diperoleh

logI'(ax + by) = log (f
0

oo a 0 b
<log <f sx_le_sds> <f sY 1le~s ds)

0 0

o a foe) b
= log ((f s¥"le™s ds> > + log <f sy_le_sds>

0 0
= alog <] s¥"le=s ds) + blog (j sY~le~s ds)

0 0

=al(x)+bl'(y).m
Sehingga dapat disimpulkan bahwa fungsi gamma adalah fungsi yang bersifat (i),(ii) dan

(iii).

Teorema. Misalkan f: (0, ) — (0, o) adalah fungsi yang bersifat sebagai berikut :

o)

Sax+by—1e—sds>

i. flx+1)=xf(x),0 <x <o
i fa)=1
iii. log f konveks di (0, o)

n*n!

maka f(x) = }llj{}o (c+n) (x+n—1)..(x+1)x
Bukti :

Karena (x + 1) = xf(x) , maka untuk sebarang n € N didapatkan

,Vx € (0,)

fx+n)=E+n—-1DE+n—-2)x+n—-3)..x+ Dxf(x) , 0<x< oo,

Karena f(1) = 1 maka dengan mudah akan terlihat bahwa f(n) = (n—1)! ,vn €N
Selanjutnya akan ditinjau nilai f(x) saat 0 <x < 1. Perhatikan bahwa Vn €
N berlakun—1<n<n+x<n+1 ,0<x<1.

Karena log f konveks maka berdasarkan Teorema diperoleh ketaksamaan berikut



log(f(n)) —log(f(n — 1)) _log(f(n + x)) — log(f (n))

n—m-1) - n+x—n
_ log(f(n +1)) ~ log(f ()
- n+1)—n
log((n — 1)!) — log((n — 2)!) < log(f(n + x)) — log((n — 1)!)
1 - X

< log(n!) — log((n - 1)!)

1
(n—DN _log(f(n+x)) —log((n— 1)) n!
log <(n - 2)!) = x = log ((n - 1)!)
log(n — 1) < log(f(n + x)) ; log((n — 1Y) < log(m)
xlog(n — 1) < log(f(n + x)) —log((n — 1)!) < xlog(n)
xlog(n — 1) +log((n — 1)!) < log(f(n + x)) < xlog(n) + log((n — 1))
log((n —1)*(n —1)!) <log(f(n+ x)) <log(n*(n—1)!)
m—1D*n-D!'<f(n+x) <n*(n—1)!
m-1D)*n-D!'<x+n—-1Dx+n—-2)(x+n—-3)...(x + Dxf(x)
<n*(n-1)!
(n—1D*(n-1)! <) < n*(n —1)!
x+n—-1Dxx+n—-2)..(x+ 1x x+n—-1Dx+n-2)...(x+ Dx
(n—1D*(n-1)! <
x+n—-1Dx+n-2)...(x+ 1x <f@®
n*n! x+n
<
T (x+n)x+n-1) ...(x+1)x( n >
Ketaksamaan ini berlaku ¥n € N, sehingga dengan memilih n + 1 pada ruas kiri didapat:

n*n! n*n! xX+n
<fl0) < (=)=
x+n)x+n—-1)..(x+1x x+n)(x+n—-1).(x+1x\ n
Karena ketaksamaan ini berlaku ¥n € N, maka dengan mengambil nilai n yang sangat
besar sehingga lim (”—n) = 1 berakibat ruas kanan dan ruas kiri ketaksamaan tersebut
n—oco n
memiliki nilai yang sama. Sehingga diperoleh nilai f(x) yaitu

n*n!
= li
f() neaoh x+n)x+n—-1)..(x+Dx
. . nXn!
Teorema. Misalkan f(x) = I{l_r){)lo D G Dx dengan 0 < x < oo maka f(x) =

['(x).



Bukti :

m¥*m!
(x+m)(x+m-1)..(x+1)x '

Misalkan TI,(x) =
dengan :

akan dibuktikan bahwa T,(x) ekivalent

1
f m*(1—t)™t* 1 dt
0
Untuk membuktikan hal tersebut, akan digunakan induksi matematika

Untuk m = 1 didapat

1 1
] 1¥(1—t)lt¥tde = j (1 —t)t* de
0 0

1 1
=f t*~1dt — j t*dt
0 0

tx tx+1 1
X T x+ 1]
1 1

x x+1
1

0

- x(x +1)

=T (x)
Misalkan untuk m = k benar yaitu

1
j k*(1 —t)*t* 1 dt = T, (x)
0
Untuk m = k + 1 diperoleh

1 1
j (k+1D)*(1 =)k e* 1 dt = (k + 1)* U (1 -k tde
0 0
Misalkan u = (1 —t)*1dan v = t; , maka dengan metode integral parsial diperoleh
1
f (k+ D*(1 — ) 1t*1dt
0
1
= (k+1)* U (1 =)ttt dtl
0

= (k+ 1)* luv|(1) — flv dul
0



x, 1 14x

Wt
=(k+1) [(1—t)k = - fo y(—(k+1))(1—t)kdt

0
k + 1 x+1 1
= (T) f t*(1 —t)* dt
0
(k+ D** TM(x + 1)
= x fx+1
(k + 1)**1 ke Tkl
B x (x+k+ D0 +k)...(x +2)(x + 1)kx+1
(k + 1)**1k!

- x+k+Dx+k) .. (x+2)(x+ Dx
B (k + 1)*(k + 1)!
T+ k+ DR (x+2)(x+ Dx

= [ ()
Dengan demikian terbukti bahwa

m*m!
x+m)(x+m-—-1)..(x+ Dx
Dengan subtitusi t = % mengakibatkan

1
= f m*(1 —t)™t*"1 dt,
0

_ _am _ _ S m x—1px—1 _ ox—1
ds=mdt,(1-t)"=(1 —~) .m t =s
m m

1
j m*(1—t)"t* 1 dt = J (1 - i) s*1ds
0 0

m
Dari sini diperoleh

m m

— _ i x—1
[ () _jo (1 m) s*tds
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa untuk m > 2 dan 0 < t < m berlaku

t\™ t?
OSe_t—(l——) <et—
m n

A A t m t m
Untuk m yang sangat besar, akan dipunyai (1 — ;) < e tdan (1 + ;) <et

Berdasarkan hal tersebut diperoleh
et(1-2)" <etet=1dan (1-2) < (1—;—22)m <(1-9"(1+

r
s (i-2)" m
m m



. . t2 t\™ .
Akibatnya didapat (1 - E) < et(l - E) <1 yang ekivalent dengan 0 <
et — (1 — i)m <ett
m m

Dari sini diperoleh

m m t m
0<T(x) - = T}lllrgo {f e tt*1dt — f (1 — —) X1 dt}
0

0 m
m t m
“ g [ (e (1)) e
m-oo 0 m
m t
< lim t¥le t—dt
m-—oo 0 m
['(x+2)
< lim —==0
m—oo m
['(x) = Lp(x)

Berdasarkan teorema-teorema di atas, terlihat bahwa fungsi gamma adalah satu-satunya
fungsi di bilangan positif yang bersifat (i), (ii) dan (iii).

Teorema. Misalkan f: I c (0, ©) — R adalah fungsi p-konveks denganp > 0 dana,b €
I. Maka ketaksamaan berikut berlaku pada f

a? + bPPp p (f@) . f@)+f(b)
[ 2 ] Sbl"—apoxl‘pdxS 2

Bukti :

Berdasarkan definisi, maka f:1 < (0,0) —» R dan p > 0 dikatakan p-konveks jika
berlaku

f(ler + A= 0y?1 ) <tfG)+ (1= 0f (), telol], xyel
Misalkan f:1=[a,b] € (0,0) > R adalah fungsi p-konveks dengan a,b€
(0,0) dan p > 0, maka dengan mengambil t = % didapat

Sf(x)-;f(y)’

1
xP + yP1p
f [ ] Vx,y €1

2



1 1
Pilih x = [taP + (1 — t)bP]r dan y = [tb? + (1 — t)aP]r , untuk suatu t € [0,1]. Jelas
bahwa ,y € I . Sehingga didapat

f ({av -; bp];> B f ([ta + (1 -t)bP]p ) 2 +f ([tbp +(1- t)ap]%>

Dengan mengintegralkan kedua ruas terhadap t dengan interval [0,1] didapat

1 aP + bP % 1|f ([tap + (1 - t)bp]%) +f ([tbp +(1- t)aﬂ%)
fo f([ ] )dt Sf dt

2 2

f<[ap;bv];>sf01f<tap+(1—t)bp )dt-; f f(tbp+(1_t)ap] )dt

Dengan metode subtitusi, akan didapat

f<[ap+bp] ><ap—bpfaf(X)dx+bp fbj;gxz))dx p bf(x)d

2 2 “p—ar) xtp

Disisi lain, kita punyai

N RO ff([ta“(l—t)bp )dt+ Js f(tbp+(1—t)ap]%)dt

bp_apaxlp 2

Karena f adalah fungsi p-konveks maka berlaku

f([tap +(1—)bPJp ) < tf(@) + (1 —f(b)
f ([tbp +(1—t)aP]p ) < tf() + (1 —Df(a)

Dari sini diperoleh
1
» f(x) folf( taP + (1 — t)bP] )dt + [ f( th? + (1 — t)ap]5> dt
b? —a? ), x1~ P 2

_ L ltf @+ A= 0f )] de + fjltf () + (1 - Of (@] dt
B 2

10



_ fl [tf (@) + (1 = Of (b) + tf (B) + (1 — Df (@) ]
2

F(@) + F(B)
2

F@+ o)
= 7 m

[ap+bp]% P (@, _f@+f®)

2 T bP—aP ), xt7P T 2

3 Kesimpulan
Berdasarkan hasil dan pembahasan, diperoleh kesimpulan sebagai berikut :

1. Fungsi gamma adalah satu-satunya fungsi di bilangan positif yang memiliki sifat

sifat yaitu
i. I'x+1)=xI'(x), 0<x <o
ii. ry=1

iii. log I konveks di (0, o)
2. Untuk p>0 dan f:I c (0,0) - R maka ketaksamaan Hadamard pada f
adalah

[aubp]% P (), _f@+f®)

2 T bP—aP ), x17P T 2
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