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Abstract. Resolving independent dominating set is the development of metric dimension and
independent dominating set. The set W is resolving independent dominating set for G if W is
independent in G, and distinct vertices of G have distinct representations with respect to W. The
minimum cardinality of resolving independent dominating set is called resolving independent
domination number and denoted by yri(G). In this study, we examined the resolving independent
dominating set of flower graphs, gear graphs, and sunflower graphs.
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1 Pendahuluan

Sebuah graf G merupakan pasangan himpunan (V,E) dengan V(G) = {vq, vy, ..., Uy}
adalah himpunan terbatas, tak kosong dan terurut dari elemen yang disebut titik dan
E(G) = {ey, ey, ..., e, } merupakan himpunan terbatas, boleh kosong, dan tidak terurut
dari dua titik yang disebut sisi [6]. Suatu graf berkemungkinan tidak memiliki satu sisi
tetapi harus memiliki minimal satu titik, graf tersebut dinamakan graf trivial [1]. Order
merupakan banyaknya titik dari sebuah graf yang dinotasikan dengan |V (G)|. Size
merupakan banyaknya sisi dari sebuah graf yang dinotasikan dengan |E(G)| [10].
Banyaknya sisi yang incident pada suatu titik disebut derajat dan dinotasikan dengan
d(v).

Konsep metric dimension pertama kali dikenalkan oleh Harary dan Melter, selain itu
diteliti juga oleh Slater secara terpisah [7]. Misalkan W = {w;, w,, ..., w;} merupakan
suatu himpunan terurut dari titik pada graf G dan v adalah sebuah titik pada graf G, maka
representasi titik v ke w merupakan sebuah k —
vector (d(v,w;),d(v,w,), ...,d(v,wy)) [3]. Apabila setiap titik di graf G memiliki
representasi berbeda terhadap W, maka W disebut resolving set. Kardinalitas minimum
dari resolving set dinamakan metric dimension dan dinotasikan dengan dim(G)[5].
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Himpunan D pada titik graf sederhana G disebut dengan dominating set apabila setiap
titik v € (G) — D yang tidak bertetangga pada beberapa titik v € D [2]. Himpunan D
dinamakan independent dominating set apabila setiap titik di D tidak bertetangga dengan
titik lainnya [4]. Kardinalitas minimum dari independent dominating set dinamakan
independent domination number dan dinotasikan dengan y;(G). Resolving independent
dominating set merupakan gabungan dari konsep independent dominating set dan metric
dimension. Resolving independent dominating set memiliki syarat bahwa setiap titik yang
menjadi dominator tidak boleh bertetangga satu sama lain. Pada penelitian sebelumnya,
telah diteliti independent dominating set beberapa macam graf, yaitu graf lintasan (B,),
graf cycle (C,,), graf persahabatan (F,), graf helm (H,,), dan graf kipas (f;,) [5].

2 Metode

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deduktif aksiomatik dan

metode pendeteksian pola [6].

a) Metode deduktif aksiomatik
Metode deduktif aksiomatik merupakan metode penelitian yang menerapkan prinsip-
prinsip pembuktian deduktif (dari hal umum ke khusus) yang berlaku dalam logika
matematika dengan menggunakan aksioma, lemma, dan teorema yang ada untuk
memecahkan suatu permasalahan pada topik yang diteliti. Penelitian ini nantinya akan
diperoleh beberapa teorema atau definisi yang didapatkan dari hasil analisis lebih
lanjut dari beberapa teorema atau definisi yang ada sebelumnya [8].

b) Metode pendeteksian pola
Metode pendeteksian pola merupakan metode penelitian guna mencari pola resolving
independent dominating set pada graf yang diteliti [9].

3 Hasil dan Diskusi

Berikut akan dibahas mengenai resolving independent dominating set dari graf bunga
(Fl,,), graf gear (G,,), dan graf bunga matahari (SF,) yang akan disajikan dalam beberapa
teorema dan pembuktian sebagai berikut.

Teorema 1. Jika (Fl,,) merupakan graf bunga dengan n > 3, maka

yri(Fln) =n
Bukti: Graf bunga (Fl,) merupakan graf dengan himpunan titik V(Fl,) ={z} U
{x;,;1<i<n}u {yj,; 1<j< n} dan himpunan sisi E(Fl,) ={zx;1<i<n}u

{zyj;l <j Sn}u{xiyj;l <i<nl1<iy<nju{xx,;1<i<n-—1}U{x,x}
Kardinalitas dari himpunan sisi dan himpunan titik dari graf bunga (Fl,,) berturut-turut
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adalah |V(FL,)| =2n+ 1 dan |E(Fl,)| = 4n. (Fl,,) memiliki dimensi metrik yaitu
dim(Fl,,) = nuntukn = 3 dan dim(Fl,;) = n — 1 untuk n > 4. Jadi kita mempunyai 2
kasus, kasus pertama adalah saat n = 3 dan kasus kedua adalah saat n > 4.

Kasus 1. y,;(Fl,) = n, jikan = 3 akan dibuktikan dengan menunjukkan batas bawah

vri(Fl,) = n dan batas atas y,;(Fl,,) < n. Pertama, kita akan membuktikan batas atas

resolving independent dominating number dari (Fl,,). KitamemilihW = {y;; 1 <i < n}

jadi kita memiliki |W| = n. Akibatnya terdapat beberapa kondisi:

i. Tetangga dari himpunan titk W terhadap v € V(FL,) —W adalah N(y;) =
{z,x;;1<i<n}

ii. Semua titik di v € V(FL,,) — W didominasi oleh titik-titik di W dan tidak ada titik-
titik di W yang saling bertetangga, hal ini berarti bahwa W adalah independent
dominating set

iii. Titik di (FI,,) memiliki representasi yang berbeda di . Jadi W merupakan resolving
set. Untuk mengetahui apakah representasi setiap titik di W berbeda satu sama lain,
kita dapat melihat representasi semua titik pada (FL,,) dengan resolving independent
dominating set pada Tabel 1.

Berdasarkan beberapa kondisi di atas, dapat disimpulkan bahwa batas atas dari resolving

independent domination number dari FL,, adalah y,.;(FL,) < n.

Selanjutnya akan dibuktikan batas bawah dari y,;(Fl,,) = n. Berdasarkan (ii) kita
dapatkan bahwa dim(Fl,) = n, jadi kita mempunyai y,(Fl,) = dim(Fl,). Dengan
demikian, kita dapatkan batas bawah dari resolving independent domination number dari
Fl,, sebagai berikut:

Yri(Fln) = max {y;(Fl,), dim(Fl,,)}
= max {n, n}
=n

Berdasarkan analisis tersebut, didapatkan batas bawah y,;(Fl,) = n dan batas atas
v-i(Fl,) < n. Jadi, dapat disimpulkan bahwa resolving domination number dari graf
bunga (Fl,,) saat n = 3 adalah y,;(Fl,,) = n.

Kasus 2. y,;(Fl,,) = n, jikan = 4 akan dibuktikan dengan menunjukkan batas bawah
y,i(Fl,) = n dan batas atas y,;(Fl,) < n. Pertama, kita akan membuktikan batas atas
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resolving independent dominating number dari (Fl,,). Kita memilih W = {yj; 1<j<n}

jadi kita memiliki |W| = n. Akibatnya terdapat beberapa kondisi:

i. Tetangga dari himpunan titik W terhadap v € V(Fl,)—W adalah
N(yj)~{z,xi; 1<i<n}

i.  Semua titik di v € V(FI,,) — W didominasi oleh titik-titik di W/ dan tidak ada titik-
titik di W yang saling bertetangga, hal ini berarti bahwa W adalah independent
dominating set

iii.  Titik di (FLl,) memiliki representasi yang berbeda di W. Jadi W merupakan
resolving set. Untuk mengetahui apakah representasi setiap titik di W berbeda satu
sama lain, kita dapat melihat representasi semua titik pada (Fl,,) dengan resolving
independent dominating set pada Tabel 1.

Berdasarkan beberapa kondisi di atas, dapat disimpulkan bahwa batas atas dari resolving
independent domination number dari Fl,, adalah y,.;(Fl,) < n.

Selanjutnya akan dibuktikan batas bawah dari y,;(Fl,) = n. Berdasarkan (ii) kita
dapatkan bahwa i(Fl,,) = n, jadi kita mempunyai y,.(Fl,,) = i(Fl,,). Dengan demikian,
kita dapatkan batas bawah dari resolving independent domination number dari FL,
sebagai berikut:

yri(Fln) = max{ yi(Fln): dlm(Fln)}
= max{n,n — 1}
=n

Kita telah membuktikan batas bawah y,;(Fl,,) = n dan batas atas y,;(Fl,,) < n. Jadi,
dapat disimpulkan bahwa resolving domination number dari graf bunga (Fl,,) saatn > 4
adalah y,;(FL,,)) = n.

Pada Tabel 1 berikut diberikan representasi titik dari graf bunga (FL,,).

Tabel 1. Representasi dariv € V(FL,,)) — W

n d(v|W)

z <1,1,1, ...,1>
n

X <1, 2,2,...,2
n-—1



n d(v|W)

X, (2,1, 2,2, ...,2
SN ——’
n-2
X3 <2,2,1, 2,2, ... ,2)
n-3
X; (2,2, w2,1,2,2, .. ,2)
i-1 n—i
Xy, <2,2, w2, 1)
n-1
V1 <0, 2,2, ... ,2>
n-1
¥, (2,0, 2,2, ... ,2)
n-2
Vs <2,2,0, 2,2, ... ,2)
n-3
Vi <2,2, w2,0,2,2, 2)
j-1 n—j
Y <2,2, w2, 0)
n-—1

Pada Gambar 1 diberikan resolving independent dominating set dari graf bunga (Fl,,).

0,2,2,2) »

Gambar 1 Resolving Independent Dominating Set Graf Bunga (FL,,)

Teorema 2. Jika (G,,) merupakan graf gear dengan n > 3, maka

n=3

n,
yri(Gn) = {n -1 x>
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Bukti: Graf gear (G,) memiliki himpunan titik V(G,) ={z}U{x;;1<i<n}u
{y;,;1 <j <n} dan himpunan sisi E(G,) ={zx;1<i<n}Uf{xy;1<i<n1<
j<ntuf{xy;2<j<mj=i-1}u{x;y,}. Kardinalitas dari himpunan sisi
V(G,)| =2n+1 dan Kkardinalitas dari himpunan titik dari graf gear (G,) adalah
|E(G,)| = 3n. Dalam membuktikan teorema ini kita menggunakan 2 kasus, kasus
pertama adalah saat n = 3 dan kasus kedua adalah saat n > 4. Teorema ini akan
dibuktikan dengan menentukan batas bawah dan batas atas dari resolving independent
dominating set pada graf gear .

Kasus 1. Untuk membuktikan y,.(G,) = n, jikan = 3 kita harus membuktikan batas
bawah y,-(G,) = n dan batas atas y,-(G,,) < n. Pertama, kita akan membuktikan batas atas
resolving independent dominating number dari G,,. Kita memilih W = {xl-,yj; 1<i<
nl1<j< n} jadi kita memiliki |W| = n. Akibatnya terdapat beberapa kondisi:

i. Tetangga dari himpunan titik W terhadap v € V(G,,) — W adalah N(xl-)~{z, yi; 1<
j< n} dan N(yj)~{z,xl-,xi+1; 1<i<ni=j}

ii. Semua titik di v € V(G,) — W didominasi oleh titik-titik di W dan tidak ada titik-
titik di W yang bertetangga satu sama lain, hal ini berarti bahwa W adalah
independent dominating set

iii. Titik di (G,) memiliki representasi yang berbeda di W. Untuk mengetahui apakah
representasi setiap titik di W berbeda satu sama lain, kita dapat melihat representasi
semua titik pada G,, dengan resolving independent dominating set pada Tabel 2.

Berdasarkan representasi di atas, dapat disimpulkan bahwa W merupakan resolving

independent dominating set.

Berdasarkan beberapa kondisi di atas, dapat disimpulkan bahwa batas atas dari resolving
independent domination number dari G,, adalah y,;(G,,) < n.

Selanjutnya akan dibuktikan batas bawah dari y,;(G,) = n:
yr(Gn) = max{y(Gn), dim(Gn)}
= max{n, n}
=N

Kita telah membuktikan batas bawah y,;(G,) = n dan batas atas y,;(G,) < n.Jadi, dapat
disimpulkan bahwa resolving independent domination number dari graf gear (G,,) saat
n = 3 adalah y,;(G,) = n.

Kasus 2. y,;(G,) =n—1, jikan = 4 akan dibuktikan dengan menunjukkan batas
bawah v,;(G,) >n—1 dan batas atas y,;(G,) <n—1. Pertama, kita akan
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membuktikan batas atas resolving independent dominating number dari G,,. Kita memilih
W ={x;,y;;1<i<n1<j<n}jadi kita memiliki |W| = n — 1. Akibatnya terdapat
beberapa kondisi:

i.  Tetangga dari himpunan titik W terhadap v e€V(G,) —W adalah
N(x)~{z,x;_1,%xi4+1; 1 < i <n}dan N(yj)~{z, X, Xy 1 <i<n,i=j}

ii.  Semua titik di v € V(G,) — W didominasi oleh titik-titik di W dan tidak ada titik-
titik di W yang tidak terdominasi, hal ini berarti bahwa W adalah independent
dominating set.

iii.  Titik di (G,,) memiliki representasi yang berbeda di W. Untuk mengetahui apakah
representasi setiap titik di W berbeda satu sama lain, kita dapat melihat representasi
semua titik pada G,, dengan resolving independent dominating set pada Tabel 2:

Berdasarkan representasi di atas, dapat disimpulkan bahwa W merupakan resolving

independent dominating set.

Berdasarkan beberapa kondisi di atas, dapat disimpulkan bahwa batas atas dari resolving
independent domination number dari G,, adalah y,.;(G,) <n — 1.

Selanjutnya akan dibuktikan batas bawah dari y,;(G,) = n — 1:

Yri(Gn) = max {Vi(Gn); dlm(Gn)}
=max {n—1,n—1}
=n-—1

Kita telah membuktikan batas bawah y,.;(G,) = n — 1 dan batas atas y,;(G,) <n—1.
Jadi, dapat disimpulkan bahwa resolving independent domination number dari graf gear
(G,,) saat n = 4 adalah y,;(G,) = n — 1. Berikut tabel representasi titik dari graf gear

(Gn).

Tabel 2. Representasi dariv e V(G,) — W

n d(v|W)
z (1, 2,2,...,2>
n-3
X1 (0, 3,3, ..., 3,2>
n-3
<2,1, 3,3,...,3, 2>
X2 n—4
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n d(v|W)

X3 (2,3,1,1, 3,3,..,3,2
n-5
X; <2, 3,3,..,3,1,1,3,3,...,3, 2)
i-3 n—i—2
Xp—1 (2, 3,3,..,3, 1,2)
n—4
Xy, (2, 3,3,..,3, 0)
n-3
v (1,2, 4,4, ... 4, 3>
n—4
¥, <3,0,2, 4,4, ... ,4,3)
n->5
V3 (3,2,0,2, 4,4, - 4, 3>
n—

Yj <3, 44,..,4,2,02,2,2, .. ,2)

j-3 n—j
Vn-1 (3,4, ,...,4,2,1)
n—4
Vi (1, 44, ...4, 1)
n-—3

Berikut gambar resolving independent dominating set dari graf gear (G,,).

Gambar 2 Resolving Independent Dominating Set Graf Gear (G,,)
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Teorema 3. Jika (SE,) merupakan graf bunga matahari dengan n > 5, maka

Yri(SE) = [g]

Bukti: Graf bunga matahari (SF,) memiliki himpunan titik V(SE,) = {z} U {x;,;1 <i <
n}u{y;,;1<j <n} dan himpunan sisi E(SF,) ={zx;1<i<n}uf{xy;1<i<
n,1 San}U{xlyj;Z <js<mj=i—-1}U{xx,1<i<n}u{xy}

Kardinalitas dari himpunan sisi |V (SFE,)| = 2n + 1 dan kardinalitas dari himpunan titik
dari graf bunga matahari (SE,) adalah |E(SF,)| = 4n. SE, memiliki dimensi metrik yaitu

dim(SFE,) = 3 untuk n = 5,6,7 dan dim(SE,) = E] untuk n > 8. Jadi kita mempunyai

2 kasus, kasus pertama adalah saat n = 5,6,7 dan kasus kedua adalah saat n > 8.
Teorema ini akan dibuktikan dengan menentukan batas bawah dan batas atas.

Kasus 1. y,;(SE,) = E] , jikan = 5 akan dibuktikan dengan menunjukkan batas bawah

vri(SE,) = E] dan batas atas y,.;(SE,) < E] Pertama, Kita akan membuktikan batas atas
resolving independent dominating number dari SE,. Kita memilih W = {x;;1 < i < n}
jadi kita memiliki |[W| = E] Akibatnya terdapat beberapa kondisi:

i.  Tetangga dari himpunan titik W terhadap v € V(SE,) — W adalah N (x)~{z,y;; 1 <
Jj< n}

ii. Semua titik di v € V(SF,) — W didominasi oleh titik-titik di W dan tidak ada titik-
titik di W yang bertetangga satu sama lain, hal ini berarti bahwa W adalah
independent dominating set

iii. Titik di (SE,) memiliki representasi yang berbeda di W. Untuk mengetahui apakah
representasi setiap titik di W berbeda satu sama lain, kita dapat melihat representasi
semua titik pada SE, dengan resolving independent dominating set pada Tabel 3 dan
Tabel 4.

Berdasarkan representasi di atas, dapat disimpulkan bahwa W merupakan resolving

independent dominating set.

Berdasarkan beberapa kondisi di atas, dapat disimpulkan bahwa batas atas dari resolving
independent domination number dari SF, adalah y,.;(SE,) < E]

Selanjutnya akan dibuktikan batas bawah dari y,;(SE,) = E]

yri(SFn) = Yi max{(SFn)’ dlm(SFn)}

- nax(2 3
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=3l

Kita telah membuktikan batas bawah y,;(SE,) = E] dan batas atas y,;(SE,) < E] Jadi,
dapat disimpulkan bahwa resolving independent domination number dari graf bunga
matahari (SE,) saatn = 5,6,7 adalah y,;(SF,) = E]

Kasus 2.y, (SE,) = E] , jikan = 5 akan dibuktikan dengan menunjukkan batas bawah

v,i(SE) = E] dan batas atas y,;(SE,) < E] Pertama, Kita akan membuktikan batas atas
resolving independent dominating number dari graf bunga matahari. Kita memilih W =
{x;; 1 < i < n} jadi kita memiliki |W| = E] Akibatnya terdapat beberapa kondisi:

i. Tetangga dari himpunan titik W terhadap v € V(SE,) — W adalah N(x;) =
{zy;1<j<n}

ii.  Semuatitik di v € V(SF,) — W didominasi oleh titik-titik di W dan tidak ada titik-
titik di W yang bertetangga satu sama lain, hal ini berarti bahwa W adalah
independent dominating set

iii.  Titik di (SF,) memiliki representasi yang berbeda di W. Untuk mengetahui apakah
representasi setiap titik di W berbeda satu sama lain, kita dapat melihat representasi
semua titik pada SE, dengan resolving independent dominating set pada Tabel 3
dan Tabel 4.

Berdasarkan representasi di atas, dapat disimpulkan bahwa W merupakan resolving

independent dominating set.

Berdasarkan beberapa kondisi di atas, dapat disimpulkan bahwa batas atas dari resolving
independent domination number dari SF, adalah y,.;(SF,) < E]

Selanjutnya akan dibuktikan batas bawah dari y,;(SE,) = E]

Yri(SFn) = Vi maX{(SFn); dlm(SFn)}
= max{[3]. 3]}
=3l

Kita telah membuktikan batas bawah v, (SF,) > E] dan batas atas y,;(SE,) < E] Jadi,
dapat disimpulkan bahwa resolving independent domination number dari graf bunga
matahari (SF,) saat n > 8 adalah y,;(SE,) = E] Berikut tabel representasi titik dari graf
bunga matahari (SF,).
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Tabel 3. Representasi dari v € V(SF,) — W,n = ganjil

n d(v|W) Keterangan
7 1,1,..,1,2 n=>5
n
2]
X 0,22,..,2 n>5
N i’
n
2]
X, 1,1,22,...2,3 n>5
B
2
.X3 2J0JI 2J2J "'I2 ) 3 n 2 5
N e’
n
|3]-2
X; 2,2,..,2,1,1,2,2,..,2,3 i genap
i_l ln_z_iJ
2 2
/ \
X; 2,2y 0,2, 0, z,z,...,z,3/ i ganjil
. —~—
- P
X1 2.2,..2,1,1 n ganjil
n
[zl
X, 1,22,..,2,1 n ganjil
n
|zl
v 1,33,..,3,2 n>5
n
|zl
¥, 1,2,33,..,3 n>5
[2]-1
Vs 21,33,..3,4 n>5
n
22
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n d(v|W) Keterangan
Yj 3,3,..,3,1,2,3,3,..,3,4 Jj ganjil
=
¥ 3,3,..,3,21,3,3,..,3,4 j ganjil
—_— —
|2l =1
Yn-1 3;3; "'I3)1I2 nganjll
[2]-1
Y 2,3,3,..,3,20 n ganjil
[2]-2
Vo1 3,3,..,3,1,2 n ganjil
n
it
Y 2,3,3,..,3,2,0 n ganjil

[2]-2

Tabel 4. Representasi dari v € V(SF,) — W,n = genap

n d(v|W) Keterangan
z 11,..,1 n=>5
z
X1 0,22,..,2 n>=5
_nv—/
7_1
X 1,1,2,2,..,2 n>5
_n‘_/
72
.X'3 2J0Jl 2J2J "'J2 n 2 5
n
7_2
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n d(v|W) Keterangan

x; 2,2,..2,1,1,22,...,2 i genap
i—l n—2—i
2 2
X; 2,2,..,2,0,2,2,...,2 i ganjil
. ——
I e
Xn—1 2,2, ---,2,0> n genap
n
n_
X, (1, 2,2, ...,2,1) n genap
L)
2
v, (1, 3,3, ...,3,2) n>5
L)
2

V3

¥, (1,2, 3,3, 3> n>5
n
n

33,..,3,1,2,3,3,..,3 J ganjil
Y i T
£-1
2 2
Yj 3,3,..,3,2,1,3,3,...,3 Jj ganjil
2 =]
Yn-1 3,3,..,3,0 n genap
n
n
v 2,33,..,3,1 n genap
n
52

2

Berikut gambar resolving independent dominating set dari graf bunga matahari (SE,).
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(1,3,3,2) (1,2,3,3)
g Y2

(1,1.2,2)
- 72 1,3,3)

Gambar 3 Resolving Independent Dominating Set Graf Bunga Matahari (SF,)

4 Kesimpulan

Berdasarkan hasil di atas, diperoleh teorema baru resolving independent dominating set
untuk graf khusus. Resolving independent domination number pada graf bunga (FL,)
dengan n > 3 adalah y,,;(Fl,,) = n, resolving independent domination number pada graf

gear (Gy) dengan n >3 adalah () ={"_ | "2 431 !

domination number pada graf bunga matahari (SF,) dengann > 5 adalah y,;(SE,) = E]

resolving independent
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