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Abstract. Graph theory is one of the subjects in Discrete Mathematics that have long been known
and are widely applied in various fields. The topics that are often discussed in graph theory include
labeling, coloring, chromatic numbers, metric dimensions, and partition dimensions. Partition
dimensions are obtained by grouping all the vertices on the graph into a number of partition classes,
then determine the distance of all vertices to each partition class to get a representation. Partition
class which representations have different coordinate vectors is called resolving partition. The
minimum cardinality of resolving partition is called partition dimensions of the graph. The purpose
of this study is to determine the partition dimensions of k-level corona operation graphs which are
GO*P,, GO*C,,, and GO¥K,,, where G,P,,, C,,, and K,, are connected non trivial graph, path
graph, circle graph and complete graph respectively, and any integer k > 1.

Keywords: circle graph, complete graph, k-level corona operation, partition dimensions, path graph.

1 Pendahuluan

Teori graf adalah subjek di Matematika yang pertama kali diperkenalkan oleh
Matematikawan Swiss bernama Leonard Euler pada tahun 1736, sebagai usaha untuk
menyelesaikan permasalahan jembatan Konigsberg [1]. Graf digunakan untuk
merepresentasikan objek — objek diskrit dan hubungan antara objek-objek tersebut.
Dalam sebuah graf, objek digambarkan sebagai titik sedangkan hubungan antar objek
digambarkan sebagai sisi [2]. Salah satu kajian dalam teori graf adalah dimensi metrik
yang kemudian dikembangkan menjadi dimensi partisi.

Dimensi partisi pertama kali diperkenalkan oleh Chartrand dkk pada tahun 2000 [3]
sebagai variasi dari dimensi metrik [4]. Dimensi partisi diperoleh dengan cara
mengelompokkan semua simpul pada graf ke dalam sejumlah kelas partisi. Selanjutnya
menentukan jarak seluruh simpul terhadap setiap kelas partisi untuk mendapatkan
representasi. Representasi yang memiliki vektor koordinat berbeda dan memiliki jumlah
kardinalitas minimum merupakan dimensi partisi dari graf [5].

Misalkan G = (V(G),E(G)) adalah graf terhubung tak trivial dengan V(G) adalah
himpunan titik dan E(G) adalah himpunan sisi. Diberikan himpunan-himpunan titik
51,82, ., S, €V(G) dengan S;US,U..US, =V(G) dan S; NS, N..NS, = 0.
Himpunan II = {S;,S,, ..., Sk} disebut partisi pembeda jika k-vektor r(v|Il) =
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(d(v, $.),d(,S,), ..., d(v, Sk)), yang merupakan representasi dari v terhadap I1, berbeda
untuk setiap v € V(G), dengan d(v, S) didefinisikan sebagai d(v, S) = min {d(v,x)|x €
S}. Partisi pembeda dengan kardinalitas terkecil disebut dimensi partisi dan dinotasikan
dengan pd(G) [3].

Beberapa peneliti sebelumnya yang menyingung mengenai dimensi partisi graf dengan
operasi tertentu antara lain dimensi partisi graf hasil operasi comb graf lingkaran dan
lintasan [6], dimensi partisi pada graf amalgamasi siklus [7], dimensi partisi pada graf
sunlet dan amalgamasi graf sunlet [8]. Diantara penelitian-penelitian tersebut, belum ada
penelitian mengenai dimensi partisi pada graf hasil operasi korona tingkat-k. Oleh karena
itu penulis berharap dengan adanya penelitian ini dapat menambah referensi mengenai
dimensi partisi graf dengan operasi tertentu. Adapun graf yang diteliti dibatasi yaitu
GO*P,, GO*C,,, dan GO*K,,, dengan G, B,,, C,,, dan K,, masing-masing adalah graf
terhubung tak trivial, graf lintasan, graf siklus dan graf lengkap, serta k adalah bilangan
asli.

2 Metode Penelitian

Metode penelitian dan tahapan-tahapan yang digunakan untuk memecahkan
permasalahan dalam penelitian ini adalah melakukan studi literatur dari referensi buku,
artikel dan jurnal dari berbagai sumber. Untuk mendapatkan dimensi partisi dari graf hasil
operasi korona tingkat-k, langkah pertama adalah mendapatkan dimensi partisi dari graf
hasil operasi korona dengan menggunakan pendeteksian pola partisi titik-titik. Kemudian
dengan menggunakan prinsip induksi matematika akan dibuktikan untuk nilai k sebarang
bilangan asli. Lalu dilakukan evaluasi dan menyimpulkan penelitian.

3 Hasil dan Pembahasan

Sebelum membahas dimensi partisi pada graf hasil operasi korona tingkat-k, terlebih
dahulu akan dibahas dimensi partisi pada graf hasil operasi korona. Graf yang dibahas
adalah GOPB,,, GOC,,, dan GOK,, dengan G adalah graf terhubung tak trivial. Istilah orde
atau ordo dalam graf adalah banyaknya titik pada graf tersebut.

Teorema 1. Dimensi partisi pada graf hasil operasi korona G ®P,, adalah
jilkam < 4

2
_ — 4
pd(GOR,) = pd(G) + {2 + [mT] jikam > 4

Bukti. Misalkan graf G berorde n dan W adalah partisi p_embeda dari G dengan |W| =
pd(G). Diberikan V(GOB,) = {v;li=12,...n}u{/li=12,..,n;j = 1,2,...,m}
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dan E(GOP,) = E(G) U {vyv]]i =1,2,..,n5j = 1,2,.., m} u w/v/ i = 1,2, ..

j=12, .., m—1}

Kasus 1. Untuk m < 4

Diberikan IT = {S;,S,} U W dengan:

Untuk m = 2

Untuk m = 3

Untuk m = 4

S =WHi=12,..,n}
S, ={W?i=12,..,n}
S;ew dengan
34, ...,pd(G) + 2

1 =

S, =W} vi=12,..,n}
S, ={ili=12,..,n}
S;ew dengan

3,4, .., pd(G) + 2

i =

S, =W vi=12,..,n}
S, =i vii=12,..,n}
S;eEW dengan

3,4, ..., pd(G) + 2

i =

Karena W adalah partisi pembeda dari graf G maka r(v;|W) # r(v;|W), vv;, v; € V(G).

Akibatnya r(v;|TT) # r(v;|), Vv, v; € V(G). Berikutnya representasi v/, vj, €
V(GOPR,)\V(G) terhadap IT adalah:

i

Untukm = 3

Untuk m = 4

Untuk m = 2
(r(wilm) = (0,1, d(vi,w))
5,:{T@iIm = (0,1,d (w3, w))
r(vi) = ((;,1,d(v,1,w))
r(wZ|m) = (1,0,d(vi,w))
i r(w3|) = (1,0,d(v,w))
r(v2|M) = (i,O,d(v,zl,w))

Syt

r(vz ) = (1,0,d(v5,

r(vin) = (O,Z,d(vll,w))
r(vfIm = (0,1,d(v7,
r(vil) = (O,Z,d(vzl,w))
Ar@3m = (0,1, d(v3,w))

W))

r(vilm) = (0,2, d(vi,w))
r(vZ|m) = (0,1,d(vZ,w))
r(3 M) = (1,0,d(v3,
r(3Im = (1,0,d(v3,

W))
W))

W))

r(vim) = (0,2, d(wi,w))
r(wZm = (0,1, d(w?,w))
r(vim) = (0,2, d(vi,w))

St r(w2|m) = (0,1,d(vz,w))
r(vilm) = (0,2, d(vi,w))
r(vZ|m) = (0,1,d(vZ,w))
r(w3 M = (1,0,d(vi,w))
r(vt) = (2,0,d(vi, w))
r(¥3 M) = (1,0,d(v3,w))

S2: 4 r(vi|) = (2,0,d(vs,w))

r(v3|m) = (i,O,d(v,f,w))
r(va ) = (2,0,d (v, w))

Jelas bahwa d(v/,w) = d(v;,w) + 1,vw € V(G). Karena r(v;|T) # r(v;|11) maka
r(v/|m) # r(vk|1). Jadi terbukti bahwa IT merupakan partisi pembeda dari graf GOP,,.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa I1 adalah partisi pembeda dengan kardinalitas
minimum. Diketahui bahwa IT mengelompokkan titik-titik pada graf ¢ menjadi pd(G)
buah partisi dan tiap salinan graf P, ke dalam 2 buah partisi. Pada graf G, pd(G)
merupakan jumlah partisi yang paling minimum, sedangkan pada salinan graf B, partisi
yang dibuat harus lebih dari 1 buah, karena d(v!,w) = d(vf,w), untuk setiap w €
V(GOP,)\{v}} dengan v} adalah titik yang bertetangga dengan v/ dan v¥, sehingga
partisi sejumlah 2 buah merupakan nilai yang paling minimum.
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Jadi pd(GOPR,) = pd(G) + 2 untuk m < 4.

Kasus 2. Untuk m > 4
Diberikan IT = {51,52,53,54, ...,Sz+[m_-4]} U W dengan:
3

S; = {whvii=12,..,n}
S, = {v" o™i =12,..,n}
Sedangkan untuk i = 3,6, ...,2 + [mT_‘l] maka

— (2] jtk . Jj Jj+k Jj Jjtk
Si={v), ..,V V.V, U e Uy b

dengan2 <j<m-—1dank <3

Karena W adalah partisi pembeda dari graf G maka r(v;|W) # r(v;|W), vv;, v; € V(G).
Akibatnya r(v;|T) # r(v;|T), Yv;, v; € V(G). Berikutnya akan dibuktikan bahwa
vl vk e V(GOPO\V(G), r(v!|N) #r(viN) juga. Jelas bahwa d(v!,w)=
d(v,w) + 1,vw € V(G). Akibatnya karena r(v;|IT) # r(v,|l) maka r(v/|1) #
r(vi|l) untuk i# k. Sedangkan untuk i=k, r(v/|0)=r(v{|N) juga karena
d(v!,vf) # d(v}, vF) jika v bertetangga dengan v/ tetapi tidak bertetangga dengan v
atau sebaliknya. Jadi terbukti bahwa IT merupakan partisi pembeda dari graf GOPB,,.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa I1 adalah partisi pembeda dengan kardinalitas
minimum. Diketahui bahwa IT mengelompokkan titik-titik pada graf G menjadi pd(G)

buah partisi dan tiap salinan graf B,, ke dalam 2 + [mT_‘L] buah partisi. Pada graf G, pd(G)
merupakan jumlah partisi yang paling minimum, sedangkan pada salinan graf B,, jika
partisi yang dibuat kurang dari 2 + [mT_‘L] buah, maka terdapat partisi yang memiliki

anggota lebih dari 3 titik. Akibatnya, terdapat 2 titik, misal u dan v, sedemikian hingga
r(u|ll) = r(v|I) karena d(u,w) = d(v,w),Vw € V(GOP,)\{u, v}.

Jadi pd (GOPy) = pd(G) + 2 + [==| untuk m > 4. m

Teorema 2. Dimensi partisi pada graf hasil operasi korona G ®C,, adalah
3 jikam<é6

pd(GOCy,) = pd(G) + [E] jikam > 6
3
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Bukti. Misalkan graf G berorde n dan W adalah partisi pembeda dari G dengan |W| =
pd(G). Diberikan V(GOC,) = (v;li = 1,2,..,n} U v/li = 1,2,..,n;j = 1,2, ..., m}
dan E(GOCp) = E(G) U {vvlli=12,..,mj =12, ... m}u{w/v/* i =12,..,n;
j=12,...m—1u{vvm"i=12..,n}

Kasus 1. Untuk m < 6
Diberikan IT = {S;,S,, S5} U W dengan:

Untuk m = 3 Untuk m = 4 Untuk m =5 Untuk m = 6
$1 S1 S1 $1
={v}i=12,..,n} =l v?|i=12,..,n} =l v?|i=12,..,n} =l v?i=12,..,n}
Sz SZ = {Ulsll = 1,2, ...,n} Sz 52
={v?li=12,..,n} Sy = {vti=12,..,n} ={wivili=12..,n} =i vili=12,..,n}
S3 S;eW  dengan i=|S;={v}|i=12..,n} S3
={v?li=12...n} |45, .,pdG)+3 S;eW  dengan = | ={v},vfli=12.,n}
S;eEW dengan i= 4,5, ..,pd(G) +3 SiEW dengan i=
45,..,pd(G) +3 45,..,pd(G) + 3

Karena W adalah partisi pembeda dari graf G maka r(v;|W) # r(v;|W), vv;, v; € V(G).
Akibatnya r(v;|TT) # r(v;|1), Vv, v; € V(G). Berikutnya representasi v/, vj, €
V(GOC,)\V(G) terhadap IT adalah:

Untuk m = 3 Untuk m = 4

r(vi|) = (0,1,1,d(v{,w)) (r(vil) = (0,2,2,d(vi,w))

s,:{7@2I) = (0,11, d(vz,w)) r(w|I) = (0,1,2, d(v2,w))

. 5 . r(v2|) = (0,22, d(v},w))

(v [T = (0,1,1, d(vy, W) St r@3Im) = (0,1,2,d(v3,w))
r(wi) = (1,0,1,d(vZ,w)) :

g J T3 = (1,01,d(v3,w)) r(va |l = (0,2,2,d (v, w))

: : (w21 = (0,1,2, d(v2,w))

rOmlll) = (L0, d(vz, w)) P = (LO,L,d(vi,w))

r(iIm = (1,1,0,d(v;, w)) 5, ] T@3Im = (1,01, d(v3,w))

S.: r(v23ln) = (1,1,0,d(v§, W)) :
3 : r(ua ) = (1,0,1,d(v;, w))

r@3I = (1,1,0,d(v3, w)) r@AlI) = (2,01, d(vh, w))
5, TR = (20,1, d(v},w))

r(ve|ll) = (2:0,1, d(vy,w))
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Untuk m =5

Untuk m = 6

52:<

(r(vi|) = (0,2,2,d(vi, w))
r(v2|) = (0,1,2,d(vZ,w))
r(vi|D) = (0,2,2,d(vi,w))
r(vi ) = (0,1,2,d(v,w))

r(viI) = (0,2,2,d(v,w))
\r(v2|1) = (0,1,2,d(vi,w))
(r(3) = (1,0,2,d(v3,w))
r(vi|l) = (2,0,1,d(vi,w))
r(w3|) = (1,0,2,d(vi,w))
r(v3|) = (2,0,1,d(vs,w))

r@3I) = (1,0,2,d(v, w))
\r (v |11 = (2,0,1,d(vi, w))
rr(1715|l'l) = (2,1,0,d (v}, w))
r(v3|) = (2,1,0,d(v3,w))

(r (v [T = (2,1,0,d(vz, w))

APHR

S3:<

(r(vi|) = (0,2,2,d(vi,w))
r(v2|) = (0,1,2,d(vZ, w))
r(vi|) = (0,2,2,d(vi,w))
r(vs|) = (0,1,2,d(v3,w))

r(wp M) = (0,2,2,d(vg,w))
\r(vz [T = (0,1,2,d(v7, w))
(r(W3N) = (1,0,2,d(vi,w))
r(will = (2,0,1,d(vi,w))
r@3I = (1,02, d(v3, w))
r@AI) = (2,01, d(vd, w))

r(vs | = (1,0,2,d(v3, w))
\r(vg D) = (2,0,1,d(vy, w))
(r(wi|) = (2,1,0,d(vi,w))
r(rl) = (2,2,0,d(vi,w))
r(3|m = (2,1,0,d(v3,w))
r(zI) = (2,2,0,d(v3,w))

g = (2,1,0,d(vS, w))

\r (eI = (2,2,0,d(ve,w))

Jelas bahwa d(v!,w) = d(v;, w) + 1,vw € V(G). Karena r(v;|IT) # r(v,|T) maka
r(v/|m) # r(vk|1). Jadi terbukti bahwa IT merupakan partisi pembeda dari graf GOCy,.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa I1 adalah partisi pembeda dengan kardinalitas
minimum. Diketahui bahwa IT mengelompokkan titik-titik pada graf G menjadi pd(G)
buah partisi dan tiap salinan graf C,, ke dalam 3 buah partisi. Pada graf G, pd(G)
merupakan jumlah partisi yang paling minimum, sedangkan pada salinan graf C,,,, 3 buah
partisi merupakan nilai yang paling minimum juga.

Jadi pd(GOC,,) = pd(G) + 3 untuk m < 6.
Kasus 2. Untuk m > 6

Diberikan IT = {SI,SZ, S[m]} U W dengan:
3
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S, = {whvivili=12,..,n}

S, ={vi,v2, vfli = 1,2,..,n}

— ]
oy = v
Karena IW adalah partisi pembeda dari graf G maka r(v;|W) # r(v;|W), vv;, v; € V(G).
Akibatnya r(v;|T) # r(v;|T), Yv;, v; € V(G). Berikutnya akan dibuktikan bahwa
vv!, vk e V(GOCO\V(G), r(¥!|NM) # r(vi|N) juga. Jelas bahwa d(v!,w)=
d(v,w) + 1,vw € V(G). Akibatnya karena r(v;|T) # r(v,|l) maka r(v/|1) #
r(vi|M) untuk i# k. Sedangkan untuk i=k r(v/|l)#r(v}M) juga karena
d(v!,vf) # d(v}, vF) jika v bertetangga dengan v/ tetapi tidak bertetangga dengan v
atau sebaliknya. Jadi terbukti bahwa IT merupakan partisi pembeda dari graf G ©C,,.

i=12,..,n;j=3 ([%] - 1) +k1<k< m(mod)3}

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa I1 adalah partisi pembeda dengan kardinalitas
minimum. Diketahui bahwa IT mengelompokkan titik-titik pada graf G menjadi pd(G)

buah partisi dan tiap salinan graf C,, ke dalam [?] buah partisi. Pada graf G, pd(G)
merupakan jumlah partisi yang paling minimum, sedangkan pada salinan graf C,, jika
partisi yang dibuat kurang dari [?] buah, maka terdapat partisi yang memiliki anggota

lebih dari 3 titik. Akibatnya, terdapat 2 titik, misal u dan v, sedemikian hingga r(u|Il) =
r(v|IT) karena d(u, w) = d(v,w),Vw € V(GOC,,)\{u, v}.

Jadi pd(GOCyp) = pd(6) + =] untuk m > 6. m
Teorema 3. Dimensi partisi pada graf hasil operasi korona G ®K,, adalah
pd(GOKy) = pd(G) +m

Bukti. Misalkan graf G berorde n dan W adalah partisi pembeda dari G dengan |W| =
pd(G). Diberikan V(GOKy) = (v;li = 1,2,...,n} U {v/li = 1,2,..,n;j = 1,2, ...,m}
dan  E(GOKp) = E(G) U {vv]]i =12, ..,mj = 1,2,..,m}U w/vF|i = 12,..,n;
j, k=12, ..,m}

Diberikan IT = {S,, S,, ..., S,,} U W dengan:

S ={wli=12,..,n}
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S, ={vi=12,..,n}

Sm-1 =W i=12,..,n}
Sm={"i=12,..,n}

Karena W adalah partisi pembeda dari graf G maka r(v;|W) = r(v;|W), vv;, v; € V(G).
Akibatnya 7 (v;|T) # r(v;|11), Vv, v; € V(G). Berikutnya representasi v/, v} €
V(GOK,,)\V(G) terhadap IT adalah:

r(vi|ll) = (0,1,1,...,1,d(vi,w))
S, r(villl) = (0,1,1, ...,1,d(vi,w))

r(vi|l) = (0,1,1,...,1,d(vi,w))

r(v2|) = (1,0,1,...,1,d(vZ,w))
S,: r(v2|) = (1,0,1,...,1,d(v3,w))

r(v2|I) = (1,0,1,...,1,d(vz,w))

r(* N = (1,11, ...,0,1,d(w™ 1, w))

S ry~Hm = (1,11, ..,0,1,d(w5 " w))
r(vp ) = (1,11, ...,0,1, d(v "1 w))
r(vMn) = (1,11, ...,1,0,d(v*, w))
¢ @M = (1,11, ..,1,0,d(v3", w))
m- .

r(yH ) = (1,11, ...,1,0, d (v, w))

Jelas bahwa d(v!,w) = d(v;,w) + 1,vw € V(G). Karena r(v;|IT) # r(v,|T) maka
r(v}|1) # r(vk|M). Jadi terbukti bahwa IT merupakan partisi pembeda dari graf GOK,.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa I1 adalah partisi pembeda dengan kardinalitas

minimum. Diketahui bahwa IT mengelompokkan titik-titik pada graf ¢ menjadi pd(G)
buah partisi dan tiap salinan graf K, ke dalam m buah partisi. Pada graf G, pd(G)
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merupakan jumlah partisi yang paling minimum, sedangkan pada salinan graf K,,, m
merupakan jumlah partisi yang paling minimum juga.

Jadi pd(GOK,,) =pd(G) + m. m

Selanjutnya akan dibahas dimensi partisi pada graf hasil operasi korona tingkat-k dengan
k adalah sebarang bilangan asli. Berikut ini adalah definisi operasi korona tingkat-k.

Definisi 1. Misalkan G dan H adalah graf terhubung tak trivial. Graf hasil operasi korona
tingkat-k antara G dan H dengan k > 2 dan k € N, dinotasikan oleh G®*H, didefinisikan
sebagai (GO H)OH

Teorema 4. Dimensi partisi pada graf hasil operasi korona G ®*P,, adalah
2 Jjikam < 4

kP — —4
pd(GOPn) = pd(G) + k{z + [—mg ] jikam > 4

Bukti. Gunakan induksi matematika untuk membuktikan teorema ini.
Langkah Awal:
2 jikam < 4

Untuk k = 1 akan dibuktikan pd(GORB,,) = pd(G) + {2 + [mT—AL] jikam > 4

Berdasarkan Teorema 1, terbukti bahwa

2 jikam < 4
d(GOP,) =pd(G m—4
Pd(GORy) = pd( )+{2+[—3 ] jikam > 4
Langkah Induksi:

2 jikam < 4
2+[mT_4] jikam > 4

2 jikam < 4
2+[mT_4] jikam > 4

Jika pd(GO*P,) = pd(G) + k{ maka akan dibuktikan bahwa

pd(GO**1B,) = pd(G) + (k + 1){

Diberikan V(GO**1P,) = V(GO*P,) U {i!|i = 1,2, ..., V(GO*Py)|;j = 1,2, ..., m}.

Kasus 1. Untukm < 4

Diketahui  bahwa  pd(G®*PB,) = pd(G) + 2k.  Akan  dibuktikan  bahwa
pd(GOFP,) = pd(G) + 2(k + 1) = pd(G) + 2k + 2.
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Misalkan W adalah partisi pembeda dari graf ¢ ©* P,, kemudian diberikan I1 = {S;, S,} U
W dengan:

Untuk m = 2 Untuk m = 3 Untuk m = 4
Si={uili=12,.., S;={uf,u?li=1.2,.., S;={ui,ufli=12,..,
IV(GO¥P,)I} IV(GO*R,)I} V(GO¥P,)[}

S, ={u?li=12,.. S, ={u}lli=12,.., S, = {u},utli=12,..,
V(GO*PI} [V(GO*P,)I} [V(GO*PI}

S;ewW dengan i=|S,ew dengan i=|Sew dengan i =
3,4,...,pd(G) + 2k + 2 3,4,...,pd(G) + 2k + 2 3,4,..,pd(G) + 2k + 2

Karena W adalah partisi pembeda dari graf GO*P,, maka r(u|W) # r(v|W),Vu,v €
V(GO¥P,). Akibatnya r(u|ll) # r(v|l),vu,v € V(GO*P,). Berikutnya akan
dibuktikan bahwa V!, uk € V(GO**1B)\V(GOXP,), r(u!|N) # r(uk|0) juga. Jelas
bahwa d(u/,w) = d(v;, w) + 1,Yw € V(GO*B,,) dan v; adalah titik terluar dari graf
GO*P,,. Karena r(v;|T1) # r(vy M) maka r(u/|) # r(ul|M). Jadi terbukti bahwa I
merupakan partisi pembeda dari graf GO**1P,,.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa I1 adalah partisi pembeda dengan kardinalitas
minimum. Diketahui bahwa IT mengelompokkan titik-titik pada graf G®*P,, menjadi
pd(G) + 2k buah partisi dan tiap salinan graf P, ke dalam 2 buah partisi. Pada graf
GO*P,,, pd(G) + 2k merupakan jumlah partisi yang paling minimum, sedangkan pada
salinan graf P, partisi yang dibuat harus lebih dari 1 buah, karena d(u;, w) = d(u;, w),

untuk setiap w € V(GO**1P,,)\{ux} dengan w, adalah titik yang bertetangga dengan u;
dan u;, sehingga partisi sejumlah 2 buah merupakan nilai yang paling minimum.

Jadi pd(GO**1P,) = pd(G) + 2k + 2 untuk m < 4.
Kasus 2. Untuk m > 4

m—4

Diketahui bahwa pd(GG)kPm)=pd(G)+k(2+[TD. Akan dibuktikan bahwa
pd(GO¥1P,) = pd(G) + (k + 1) (2 + [=2]) = pd(6) + k (2 + =) + 2+
ny

—|.
Misalkan W adalah partisi pembeda dari graf GO*P,, kemudian diberikan I =

{51,52, ...,Sz+[mT—41} U W dengan:

S; = {ul,u?li=1.2,..,|[V(GO*P) |}

SZ = {u‘l{n_lr uanl = 1)2) ey IV(GQkPm)l}
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Sedangkan untuk i = 3,6, ...,2 + [mT_‘l] maka

S; = {u{, ...,u{“‘,ué, ...,ufk, ...,u,i, ...,u{lJrk}, dengan2 <j<m-—1dank <3

Karena W adalah partisi pembeda dari graf G®*P,, maka r(u|W) # r(v|W),vVu,v €
V(GOFP,). Akibatnya r(u|ll) # r(v|I),Vu,v € V(GO*PR,). Berikutnya akan
dibuktikan bahwa v/, uk € V(GO B )\V(GOXP,), r(u/|N) # r(uk|N) juga. Jelas
bahwa d(u/,w) = d(v, w) + 1,Yw € V(GO*P,,) dan v; adalah titik terluar dari graf
GO*P,,. Karena r(v;|T1) # r(v,|T) maka r(u/|1) # r(ul|1). Jadi terbukti bahwa II
merupakan partisi pembeda dari graf GO**1P,,.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa I1 adalah partisi pembeda dengan kardinalitas
minimum. Diketahui bahwa IT mengelompokkan titik-titik pada graf G®*P,, menjadi

pd(G) + k (2 + [mT_L}D buah partisi dan tiap salinan graf P,, ke dalam 2 + [mT_LL] buah
partisi. Pada graf G O*P,,, pd(G) + k (2 + [mT_‘LD merupakan jumlah partisi yang paling
minimum, sedangkan pada salinan graf B, jika partisi yang dibuat kurang dari 2 + [mT_AL]

buah, maka terdapat partisi yang memiliki anggota lebih dari 3 titik. Akibatnya, terdapat
2 titik, misal u dan v, sedemikian hingga r(u|ll) = r(v|II) karena d(u,w) =
d(v,w),Vw € V(GO P )\{u,v}.

Jadi pd(GO**+1P) = pd(G) + (k +1) (2 + [’”T“‘]) untuk m > 4. m

Teorema 5. Dimensi partisi pada graf hasil operasi korona G®*C,, adalah

3 jikam <6

pd(GO*Cp) = pd(G) + k{[fl jikam > 6
3

Bukti. Gunakan induksi matematika untuk membuktikan teorema ini.

Langkah Awal:
3 jikam<6

Untuk k = 1 akan dibuktikan pd(GOC,,) = pd(G) + {[E] jikam > 6
3

3 jikam<6

Berdasarkan Teorema 2, terbukti bahwa pd (G®C,,) = pd(G) + {[E] jikam > 6
3
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Langkah Induksi:

3 jikam<eé6
5| jikam>6
3 jikam<eé6
5| jikam>6

Jika pd(GO*C,,) = pd(G) +k{ maka akan dibuktikan bahwa

pd(GO**C,) = pd(G) + (k + 1){

Diberikan V(GO**1C,,) = V(GO Cp) U ! |i = 1,2, ..., [V(GO*Cp)|;j = 1,2, ..., m}.

Kasus 1. Untuk m < 6
Diketahui  bahwa  pd(GO*C,,) = pd(G) +3k. Akan  dibuktikan  bahwa
pd(GO**1C,) = pd(G) + 3(k + 1) = pd(G) + 3k + 3.

Misalkan W adalah partisi pembeda dari graf G®*C,, kemudian diberikan II =
{51,5,,53} U W dengan:

Untuk m = 3 Untuk m = 4 Untuk m =5 Untuk m = 6
Si={uili=12,., | S =Whu?li=12,., | S =uLulli=12,., | S ={uLuii=12,.,
V(GO C)I} V(GO Cn)I} V(GO Cn)I} V(GO C)I}
S,={fi=12,., |S=3i=12., S,={dutli=12,.., | S, =i utli=12,..,
V(GO )1} V(GO C)I} V(GO )1} V(GO Cy)I}
Ss={dli=12., | Ss={fli=12,., Sy =i =1.2,.., Sy ={ul,ulli=12,..,
V(GO C)I} V(GO C,)} V(GO*C)I} V(GO Cn)I}

S;eW dengan i=|S; €W dengan i=|S, €W dengan i=|S;€W dengan i=
4,5,...,pd(G) + 4,5,..,pd(G) + 3k +3 | 4,5,..,pd(G) + 3k +3 | 4,5,..,pd(G) + 3k + 3
3k +3

Karena W adalah partisi pembeda dari graf GO*C,,, maka r(u|W) # r(v|W),vVu,v €
V(GO¥C,,). Akibatnya r(u|ll) #r(w|l),vu,v € V(GO*C,,). Berikutnya akan
dibuktikan bahwa Vu/, u}, € V(GO¥1C)\V(GO*Cp), (1! |TT) # r(uk|N) juga. Jelas
bahwa d(ul’w) =d(v;,w) + 1,Yw € V(GO*C,,) dan v; adalah titik terluar dari graf
GO Cpy. Karena r(v;|TT) # (v, |T1) maka r(w/|IT) # r(ul|). Jadi terbukti bahwa I1
merupakan partisi pembeda dari graf GO**1C,,,.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa IT adalah partisi pembeda dengan kardinalitas
minimum. Diketahui bahwa IT mengelompokkan titik-titik pada graf G®*C,, menjadi
pd(G) + 3k buah partisi dan tiap salinan graf C,, ke dalam 3 buah partisi. Pada graf
GO*C,,, pd(G) + 3k merupakan jumlah partisi yang paling minimum, sedangkan pada
salinan graf C,,,, 3 buah partisi merupakan nilai yang paling minimum juga.

Jadi pd(GO¥**1C,,) = pd(G) + 3(k + 1) untuk m < 6.
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Kasus 2. Untukm > 6
Diketahui ~ bahwa  pd(GO*C,) = pd(G) + k|2|. Akan dibuktikan ~bahwa
pd(GO¥*1Cy) = pd(6) + (k + D [5] = pd(&) + k [5| +[5]

Misalkan W adalah partisi pembeda dari graf GO*C,, kemudian diberikan I =
{51,52, S[m]} U W dengan:
3

S; =i, udulli=12,..,n}

S, = {ut, uf,ufli=12,..,n}

i =12, IV(GO*Cwj =3 (|F] - 1) + ks 1 < k <m(mod)3}

Sy = L

Karena W adalah partisi pembeda dari graf G ®*C,,, maka r (v;|W) # r(v;|W), Vv, v; €
V(GOXCy,). Akibatnya r(v|M) # r(v;|M), Vv;,v; € V(GOXC,,). Berikutnya akan
dibuktikan bahwa vu/, 1} € V(GO 1C,)\V(GO*Cy), r(w!|TT) # r(uk|1) juga. Jelas
bahwa d(u/,w) = d(v;, w) + 1,Yw € V(GO¥C,,) dan v; adalah titik terluar dari graf
GO¥Cpy. Akibatnya karena r(v|TT) # (v, |TT) maka r(u/|1) # r(uk|0) untuk i # k.
Sedangkan untuk i = k, r(u/|1) # r(u!|) juga karena d (u!,uk) # d(ul, uf) jika ul
bertetangga dengan uij tetapi tidak bertetangga dengan u! atau sebaliknya. Jadi terbukti
bahwa IT merupakan partisi pembeda dari grafG@**1cC,,,.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa I1 adalah partisi pembeda dengan kardinalitas
minimum. Diketahui bahwa IT mengelompokkan titik-titik pada graf G®*C,, menjadi

pd(G) + k [g] buah partisi dan tiap salinan graf C,,, ke dalam [%] buah partisi. Pada graf
G, pd(G) +k[§] merupakan jumlah partisi yang paling minimum, sedangkan pada

salinan graf C,, jika partisi yang dibuat kurang dari [g] buah, maka terdapat partisi yang

memiliki anggota lebih dari 3 titik. Akibatnya, terdapat 2 titik, misal u dan v, sedemikian
hingga r(u|IT) = r(v|IT) karena d (u, w) = d(v,w),Vw € V(GO**1C,)\{u, v}.

Jadi pd(GO¥1C,) = pd(6) + (k + 1) [?] untuk m > 6. m
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Teorema 6. Dimensi partisi pada graf hasil operasi korona G ®*K,, adalah
pd(GO¥K,) = pd(G) + km
Bukti. Gunakan induksi matematika untuk membuktikan teorema ini.

Langkah Awal:

Untuk k = 1 akan dibuktikan pd (GOK,,) = pd(G) + km

Berdasarkan Teorema 3, terbukti bahwa pd(GOK,,,) = pd(G) + m

Langkah Induksi:

Jika pd(GO*K,,) = pd(G) + km maka akan dibuktikan bahwa pd(GO**'K,,) =
pd(G) + (k+1)m

Diberikan V(GO*K,y) = V(GO Ky) U Wi = 1,2, ., V(CO*Ky); j =
1,2,..,m}.

Diketahui  bahwa pd(GO*K,,) = pd(G) + km. Akan dibuktikan bahwa
pd(GO*K,) = pd(G) + (k + 1)m = pd(G) + km + m.

Misalkan W adalah partisi pembeda dari graf GO*K,, kemudian diberikan I =
{51,S2, ..., Sm} U W dengan:

Sy ={ulli=12,..,[V(GO*K,)|}

S, ={ufli=1.2,..,|[V(GO*K) |}

Sme1 = U™ Ni=12,..,[V(GO*K,)}
Sm = {ui=12,..,[V(GO*K)|}
S;eWdengani=m+1,m+2,..,pd(G) + km+m

Karena W adalah partisi pembeda dari graf GO*K,, maka r(u|W) # r(v|W),Vu,v €
V(GO*K,,). Akibatnya r(u|ll) # r(v|Il),Yu,v € V(GO*K,,). Berikutnya akan
dibuktikan bahwa vV, ul € V(GO* 1K, )\V(GO*K,,), r(¥)|M) # r(uk|M) juga.
Jelas bahwa d(u), w) = d(v;, w) + 1, Yw € V(GO¥K,,) dan v; adalah titik terluar dari
graf GO*K,,. Karena r(v;|I) # r(vy|Ml) maka r(u}|M) # r(uk|IT). Jadi terbukti
bahwa IT merupakan partisi pembeda dari graf GO**1K,,,.
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Selanjutnya akan dibuktikan bahwa I1 adalah partisi pembeda dengan kardinalitas
minimum. Diketahui bahwa IT mengelompokkan titik-titik pada graf G®*K,, menjadi
pd(G) + km buah partisi dan tiap salinan graf K,,, ke dalam m buah partisi. Pada graf
GOFK,,, pd(G) + km merupakan jumlah partisi yang paling minimum, sedangkan pada
salinan graf K,,,, m merupakan jumlah partisi yang paling minimum juga.

Jadi pd(GO**K,) = pd(G) + (k+1)m. m

Untuk lebih memahami teorema-teorema di atas, berikut ini diberikan contoh dimensi
partisi dan partisi pembeda pada graf P, ®2 Cs.

Gambar 1 Graf P, ®2Cs
leel‘lkan IT= {51,52, 53,54,55, 56' 57, 58} dengan
Sy ={v1}
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Sy = {3, 3, 04}

53 = {U%,U%,Uzl, 1722,1731,1732,17‘%, UZ}

54 = {vlgrvf'v%iv;v;)v;vf'vf}

Ss = {(vi,v3,v3,v;}

56 = {v%o» v%o» vlll' vlzl' v112) v122) U113, 17123, 17114, U124, U115, 17125, v%o: UZZOI v%l' v%lr 17212, v%z'
V33, V33, V3, Via, V35, V35, V30, V30, V31, V31, V32, V35, V33, V33, V3a, V34, V3s, U35,
vio' UZOJ Uil' vfl' viZI vfz: viB' 1753, vi:p 1734, vis' vfs}

S; = {3, Vig, Vi1, Vi1, Vin, Vi, Uf3,17f3» Vi, Vi, Ufs' Vi's, V30, V20, V31, Va1, Vaz, Vi,
V33, V33, V3, Vg, Vs, Vs, V30, V30, V31, V31, V32, V32, V33, V33, V3s, V34, U35,
U§5, vfo' vzfo; szp Vi1, v432» o 1723: vf3» Uiy Vi, 1725' vfs}

Sg = {Ufo: U151: ViEz’ Vf3,”f4» st' Ugo' 1751» 1752' 77;3' 7754' 77;5' U??o' 77351' 77352' U?s' U3?4' 17355'
szo: v451r szz: sz3' Uf@ st}

Maka representasi V(P4®?Cs) terhadap IT adalah:
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S,;:r(vy M) = (0,1,1,1,1,1,1,1)
r(v, | = (1,0,1,1,1,1,1,1)

S,:4r(vs|) = (2,0,1,1,1,1,1,1)
r(v, M) = (3,0,1,1,1,1,1,1)

(r(vi|) = (1,2,0,2,1,1,1,1)
r(wZ|l) = (1,2,0,1,2,1,1,1)
r(vi|) = (2,1,0,2,1,1,1,1)
r(v|l) = (2,1,0,1,2,1,1,1)
r(vi) = (3,1,0,2,1,1,1,1)
r(v2|) = (3,1,0,1,2,1,1,1)
r(vi|) = (4,1,0,2,1,1,1,1)
\r (vZ|I) = (4,1,0,1,2,1,1,1)
(r(v3 ) = (1,2,1,0,2,1,1,1)
r(viI = (1,2,2,0,1,1,1,1)
r(v3|) = (2,1,1,0,2,1,1,1)
r(vs|l) = (2,1,2,0,1,1,1,1)
r(v3|) = (3,1,1,0,2,1,1,1)
r(vi|ll) = (3,1,2,0,1,1,1,1)
r(w|) = (4,1,1,0,2,1,1,1)
\r (v D) = (4,1,2,0,1,1,1,1)

r(vi|) = (1,2,1,1,0,1,1,1)
r(v3|m = (2,1,1,1,0,1,1,1)
r(v3|m = (3,1,1,1,0,1,1,1)
r(v;|) = (4,1,1,1,0,1,1,1)

5.

Se:

(r(vi,|D = (1,2,2,2,2,0,2,1)
r(vi, M) = (1,2,2,2,2,0,1,2)
r(vi M) = (2,3,1,3,2,0,2,1)
r(vi | = (2,3,1,3,2,0,1,2)

r(vis|l) = (2,3,2,2,1,0,2,1)
r(vis|) = (2,3,2,2,1,0,1,2)
r(vi ) = (2,1,2,2,2,0,2,1)
(v, 1) = (2,1,2,2,2,0,1,2)
r(vi ) = (3,2,1,2,3,0,2,1)
r(v M) = (3,2,1,2,3,0,1,2)

r(vis|) = (3,2,2,1,3,0,2,1)
r(vi|) = (3,2,2,1,3,0,1,2)
(v, = (3,1,2,2,2,0,2,1)
r(v%,|1) = (3,1,2,2,2,0,1,2)
r(vi M) = (4,2,1,3,2,0,2,1)
r(vi ) = (4,2,1,3,2,0,1,2)

A

r(vis) = (4,2,2,2,1,0,2,1)
r(wZI) = (4,2,2,2,1,0,1,2)
r(vd|D) = (4,1,2,2,2,0,2,1)
r(WZ M) = (4,1,2,2,2,0,2,1)
r(vh M = (5,2,1,2,3,0,2,1)
r(vZ M) = (5,2,1,2,3,0,1,2)

r(vis|D) = (5,2,2,1,3,0,2,1)
\r(vi|) = (5,2,2,1,3,0,1,2)

43



(r(wd,|) = (1,2,2,2,2,1,0,2)
r(vi | = (1,2,2,2,2,2,0,1)
r(w3 M) = (2,3,1,3,2,1,0,2)
r(vi M) = (2,3,1,3,2,2,0,1)

r(vis|) = (2,3,2,2,1,1,0,2)
r(vis|) = (2,3,2,2,1,2,0,1)
r(w3,|1) = (2,1,2,2,2,1,0,2)
(v, = (2,1,2,2,2,2,0,1)
r(w3 | = (3,2,1,2,2,1,0,2)
r(v3 ) = (3,2,1,2,2,2,0,1)

r(w3 | = (3,2,2,1,3,1,0,2)
r(visI) = (3,2,2,1,3,2,0,1)
r(w3, | = (3,1,2,2,2,1,0,2)
r(wi I = (3,1,2,2,2,2,0,1)
r(w3, ) = (4,2,1,3,2,1,0,2)
r(v D = (4,2,1,3,2,2,0,1)

r(vi|) = (4,2,2,2,1,1,0,2)
r(vis|) = (4,2,2,2,1,2,0,1)
r(w3, | = (4,1,2,2,2,1,0,2)
(v = (4,1,2,2,2,2,0,1)
r(vi M = (5,2,1,2,3,1,0,2)
r(vg | = (5,2,1,2,3,2,0,1)

r(iI) = (5,2,2,1,3,1,0,2)

\r(vs 1D = (5,2,2,1,3,2,0,1)

(T(v3, D = (1,2,2,2,2,1,1,0)
r(wi|m = (2,3,1,3,2,1,1,0)
r(vi,|M = (2,3,1,2,3,1,1,0)
r(vis|ID = (2,3,2,1,3,1,1,0)
r(vi, M) = (2,3,3,1,2,1,1,0)
r(vis|l) = (2,3,2,2,1,1,1,0)
r(v3, | = (2,1,2,2,2,1,1,0)
r(vi; | = (3,2,1,2,3,1,1,0)
r(vs, | = (3,2,1,3,2,1,1,0)
r(v3s|) = (3,2,2,2,1,1,1,0)
r(vi, | = (3,2,3,1,2,1,1,0)
r(v3s|) = (3,2,2,1,3,1,1,0)
r(v3, | = (3,1,2,2,2,1,1,0)
r(vi; | = (4,2,1,3,2,1,1,0)
r(vs, | = (4,2,1,2,3,1,1,0)
r(vis|) = (4,2,2,1,3,1,1,0)
r(vi,|M = (4,2,3,1,2,1,1,0)
r(vis|) = (4,2,2,2,1,1,1,0)
r(vio| = (4,1,2,2,2,1,1,0)
r(vi|m = (52,1,2,3,1,1,0)
r(vi,|TD = (5,2,1,3,2,1,1,0)
r(vis|m) = (5,2,2,2,1,1,1,0)
r(vi,|m = (5,2,3,1,2,1,1,0)

\r(vis|) = (5,2,2,1,3,1,1,0)

Karena r(u|IT) # r(v|IT) untuk setiap u, v € V (P,®?Cs) maka I adalah partisi pembeda
dari graf P,®?Cs dan pd(P,®?Cs) = 8
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4 Kesimpulan
Berdasarkan hasil dan pembahasan di atas, dapat ditarik kesimpulan berupa hasil dimensi
partisi graf hasil operasi korona Tingkat-k yakni:
2 jikam < 4

2+ [mT_‘}] jikam > 4

3 jikam<é6
[%] jikam > 6
3. pd(GO*K,,) = pd(G) + km

1. pd(GO*PR,) = pd(G) + k{

2. pd(GO¥C,,) =pd(G) + k{

Untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankan untuk melengkapi penelitian ini untuk
dimensi partisi pada graf G ©®* H dengan G dan H sebarang graf terhubung tak trivial.
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